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En forudseetning for at kunne forsta, og eventuelt manipulere med MRI sekvenser er et vist basalt
kendskab til signal behandling, herunder Fourier analyse, af de radiosignaler der modtages via coils
(~radioantenne) i en MR skanner. Denne fremstilling sigter ikke pa at give en grundig matematisk
gennemgang af dette felt, men snarere at give en intuitiv forstaelse af dette interessante omrade.

Basal komplex regning

Det komplexe tal er at betragte som en 2 dimensional tal sterrelse, og kan afbilledes i det komplexe
talplan. I figur 1 er tallet z = a + ib afbillet. a og b er reelle tal, men a kaldes realdelen og b
imaginerdelen, selv om det strengt taget er (ib) der er imaginardelen. Den komplexe talenhed er i
og specielt galder at i’=-1, indfart af italieneren Cardano i ar 1545. Tallet a+ib kan enten opfattes
som et punkt, men kan ogsa opfattes som en vektor, nemlig den der forbinder origo med punktet,
som vist i tegningen.

Ved konjugering af et komplex tal forstas (a +ib)*=a- ib
Den numeriske verdi af tallet z, betegnes |z | og er

2| =Nz z* = J(a+ib)-(a-ib) =va’ + ]’

idet i*= -1. Det ses at dette netop er hvad vi ville forvente som leengde af en vektor (a,b). Den
numeriske veerdi, altsd l&engden kaldes ogsa modulus.

Vi kan ogsé tale om en vinkel (ofte synomymt med fasen) og denne er ¢ =tg™(b/a). Man taler ogsa
om argumentet for tallet z, og denne er defineret som:

argz = {d) +7- 20 | rEheltal}

Det argument for z, der er beliggende i intervallet O til 360 grader kaldes hovedargumentet for z.
Andre vigtige komplexe regneregler:

addition af komplexe tal:
(a, +ib)) + (a, +1b,) = (a, + a,) +i(b, + b,)



multiplikation af komplexe tal:
(a) +iby)(a, +ib,) = (a\a, = bb,) +i(a\b, + a,b,)

Som det ses af fig.2 kan z ogsa skrives som z = a+ib = |z| (cosg + i sing) hvor ¢ er et argument for

z. 7 kan imidlertid ogsé skrives som z = |z] e" = e* ¢" = &, hvor |z] = ¢* = V&’ +b” og
e’ = cosg + i sing. Sidstnavnte ligning kan let vises ved at reekke udvikle de indgéende starrelser,
eller kan ogsa betragtes som en definition pa e".

Raekke udvikling ved Taylors metode giver for e' , cose og sing :
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Multiplikation af 2 komplexe tal kan nu udfgres som som

Z1 . Z2 = |Z1| . ei(pl |Zz| . ef¢72 = |Zl| -|Zz| .ei(‘pl"'(pz)
Det vil sige at resultatet ved multiplikation, nar de komplexe tal star opskrevet pa denne made,
fremkommer ved at multiplicere modulus og addere de indgdende argumenter.

Ved konjugering af z = | z| " fas, z* = | z| e™, indvidere gelder:

i-e’ =i-(cos@+ising)=icose—sing =isin(wr/2-q@)—-cos(w/2-@) =

—cos(¢p —m/2)—isin(p—m/2) = -7 = WY
det vil sige at multiplikation med i er det samme som et faseskift pa + 90 grader.

Funktionen s(t) = cos(wit), hvor w1= /8 rad/s er vist i fig. 3, og funktionen s(t) = sin(wit), hvor w;=
n/8 rad/s er vist i fig. 4. I nogle tilfeelde far man brug for at kunne multiplisere to cosinus
funktioner, en cosinus med en sinus funktion og to sinus funktioner. Det er ikke sa sveert at vise at
der geelder:



cos(a)-cos(B) =1/2(cos(cx — ) + cos(ax + B))
cos(a)-sin(B) =1/2(sin(a - ) +sin(a + f))
sin(a) -sin(fB) = 1/2(cos(ax — B) - cos(a + f3))

Vi vil senere se netop disse formler anvendt nar vi beskaftiger os med den sakaldte demodulering
af MR signaler.

Eulersformler

Ud fra falgende formler e' = cosg + ising og e™ = cosy - ising, fis de beramte Eulers formler:

oy ) e'”
COSQp =————ogsing =
2 2i

Vi kan grafisk fremstille eks den farste af Eulers formler i det komplexe talplan, se fig. 5

Figuren er simpel men vigtigt, idet det ses at ethvert reelt tal skrevet som Acoseg, hvor A er et reelt
tal, kan skrives som en sum af 2 komplexe tal.

Ofte vil ¢ veere en funktion af tiden : ¢(t) = ot + @o, hvor w kan vare positiv, det vil sige at vinkel
tilveeksten er positiv, altsa positiv omlgbsretning, eller negativ, dvs at vinkel tilvaeksen er negativ,
dvs, negativ omlgbsretning. Benavnelsen for w er radianer/tidsenhed, sasom rad/sec, men kan ogsa
opgives i grader/sec. Frekvensen f og w er relateret til hinanden som w = 2xf = 27/T, hvor T er
tiden det tager for et omlgb, kaldet omlgbstiden eller periodetiden. go kaldes fasen, og er altsa
vinklen til t = 0.

En harmonisk roterende vektor kan effektiv skrives ved hjelp af komplex notation som

s(f) = A- '@ = . T

hvor argumentet andre sig linizert med tiden. A er her en konstant (amplituden), men kan ogsa veere
en funktion af tiden, for eksempel en almindelig exponential funktion, som A(t) = Ace™, hvor A, og
k er konstanter, dvs uafhangig af tiden. Vi skal indtil videre betragte A som en konstant, med
mindre der specificeres en tidsafhangighed.

En som ovenfor beskrevet komplex harmonisk svingende vektor kaldes pa engelsk a phasor’, og er
fuldsteendig karakteriseret ved sin amplitude, frekvensen f og fasen go.



Som naevnt ovenfor skal f (eller w) regnes med fortegn saledes at hvis f > 0 sa gealder (t2) > @(ty)
for t, > t3, og for f < 0 geelder o(t2) < ¢(ty) for t, > t;. Det vil sige at vi kan tale om negative
frekvenser og det udsiger blot at den roterende vektor har negativ omlgbsretning.

| fig.6 blir funktionen

S(t) — Aoeia)]Hq)l

vist som funktion af tiden t. Vi s at det er en phasor der drejer rundt med vinkelhastigheden w i
positiv omlgbsretning og med startvinklen (fasen) ¢;. Man kan ogsa entydigt vise denne funktion
som en funktion af vinkelhastigheden (eller frekvensen). Vi taler da om et frekvens spektrum. Dette
er vist i fig. 7, hvor amplituden er afsat som funktion af frekvensen og fasen afsat som funktion af
frekvensen. | stedet for at afsette amplitude og fase, kan man istedet for afsette real delen og
imaginer delen som funktion af frekvensen som vist i fig. 8. Begge repraesentationer anvendes og er
ligeveerdige, idet de indeholder ngjaktig samme information. En sadan beveagelse kaldes ogsa en
cirkulaert polariseret svingning. Bemark at spektraet er en enkelt linie svarende til frekvensen i
frekvens-amplitude plottet og en enkelt line svarende til frekvens-fasen plottet. Hvis nu w; er
negativ, hvordan tror du sa spektret vil se ud?. Hvis nu amplituden aftager exponentielt, hvordan
tror du sa spektret vil se ud? Dette vender vi tilbage til senere, fordi dette er et nggle punkt.

Hvis man projicerer s(t) ind pa den reelle akse (x-aksen) sa far man,

proj (s(t)) = A-cos(w,f + @)

og hvis man projicerer s(t) ind pa den imaginere akse (y-aksen), sa far man

proj,(s(t) =i+ A-sin(wt + @)
Se fig. 9, og fig. 10.

Nu har vi set pa en komplex phasor, spgrgsmalet er sa om vi kan have en komplex phasor hvor den
imaginere del hele tiden er nul, eller mere korrekt formuleret hvor projektionen ind pa imagineer
aksen er konstant nul. En sadan beveegelse kaldes for en liniaert polariseret svingning og kan i det
komplexe koordinatsystem skrives som s(t) = Acos(wit + o) + 1 0. | mange situationer vil det veere
en fordel at kunne skrive dette signal som en sum (vektoriel) af 2 komplexe svingninger. Man kan
(naesten) umiddelbar se at dette kan lade sig gere som:

A . A . A
s(t) = A, -cosp(t) ==L 4 ZL. o700 = 20
(1) = A, -cos (1) 5 5 )

. el @+%0) AO . ! -@t=90)

+



Dette kan grafisk fremstilles som vist pa fig. 11. I det tilsvarende amplitude og fase spektrum, se fig
12, ses at amplitude spektret bliver symmetrisk, og fase spektret bliver antisymmetrisk (en spejling i
origo). | fig.13 ses det tilsvarende real og imaginer frekvens spektrum.

Vi har her en helt generelt regel: et reelt signal, liniert polariseret, har et frekvensspektrum som er
symmetrisk omkring w=0 nar det geelder amplituden eller real delen, og et antisymmetrisk fase

eller imagineer spektrum.

Bemark at fasen kan findes ved at sammenholde realdelen med imaginerdelen af spektret; gnsker

rg” imag _

t = —
real & A, o

vi at finde fasen for frekvensen —w; ggres dette udfra:
Bemark yderligere at de to komplexe harmoniske roterende vektorer med hver sin omlgbsretning er
hinandens konjungerede:

= —"0

(ﬁ . ei(ZJ!fwo))* AO - #py) _ ﬂ . el‘(—hf’*%)

2 2 2
Endelig kan man selvfglgelig skrive de to phasors ved fglgende skrivemade, som indeholder samme
information som fig.12

A, A A

Fr(w,)="2-cosq, +i—>-sing, = —-¢'"
() ) @y ) Dy >

e
09

., %0

A
—e
2

A A
F" (~w,) = TO'COSQOO —z'?O-sin(pO =0
Heraf ses det ogsa umiddelbart at F*(w1)* = F"9(-w;).
Har du bemaerket at vi faktisk er i fuld gang med at Fourier transformere ?. Ovenfor har du set

hvordan man kan bevaege sig fra en tidslig repraesentation til en frekvens reprasentation. Det er
netop det Fourier transformationen drejer sig om.



Fourier raekker

Vi har ingen intention om at indlade os pa dybtgaende matematiske overvejelser vedrgrende
eksistens og entydighed af Fourier reekker og Fourier transformation. Vores hab er derimod at
bibringe laeseren en intuitiv forstaelse af at ethver reelt eller komplext tidssignal (under nogle
passende forudsaetninger) kan beskrives som en sum af komplexe harmonisk svingende vektorer,
der har forskellige frekvenser (incl. positive og negative omlgbsretninger), amplituder og faser. Og
omvendt hvordan Fourier transformation intuitivt kan forstas som en matematisk process, hvorved
man kan finde de forskellige frekvenser, det vil sige amplituden og fasen af de indgaende
svingninger.

Joseph Fourier (1768-1830) gjorde i begyndelsen af det 19. arhundrede den vaerdifulde opdagelse at
periodiske reelle funktioner, s(t), som er differentiabelt overalt, kan skrives som en sum af
trigonometriske funktioner, kaldet Fourier raekken for s(t), saledes

s(t) = Ysa, + ; a, cos(szﬂt) +b, sin(k%”t) =Ysa, + Z a, cos(kw, t) + b, sin(kw, t)

= |

hvorker12 3 ..., positive hele tal, T er periodetiden og 1/T er grundfrekvensen, ogsa kaldet
1.harmoniske frekvens, 2/T er 2. harmoniske frekvens , 3/T er 3. harmoniske frekvens ect. t er
kontinuert, og betegner i dette tilfeelde tiden. “4a, er et konstant led, ofte kaldet DC komponenten
(DC: direct current), ap, a1, by, a,, b ... kaldes Fourier koefficienterne for funktionen s(t). Disse
koefficienter kan vaere nul eller reelle tal. T er periodetiden for funktionen, det vil sige: s(t + nT) =
s(t), hvor n tilhgrer de hele tal.

Vi vil omskrive Fourierreekken sa den fremtraeder pa komplex form, hvilket er en mere effektiv
skriveform, og den form der sedvanelig benyttes i MR massige sammenhang. Idet vi sette w; =
27t/T har vi ifglge Eulers formler

ikw —ikw t ikw —ikw,t

cos(kw,t) = B — og sin(kw,t) = 2
i

Disse udtryk indsttes i Fourierraeekken for s(t):
S(Z) = 1/2610 + S(ak - ibk eikw,; + a, + ibk
=1 2 2

Det er her vigtigt at leegge meerke til at for hvert k har man 2 komplexe roterende vektorer der
roterer hver sin vej i det komplexe plan, endvidere at l&engden er den samme, idet

e—ikwlt)

|ak —ibk| =|ak +ibk|

2 || 2
og at fasen er numerisk ens men med modsat fortegn. Yderligere vil det geelde at for hver k vil
summen af de 2 komplexe vektorer til ethvert tidspunkt t, addere til et reelt tal, da summen af




imaginzrdelen ophaver hinanden, se ogsa fig.11. Dette er jo ogsa at forvente da s(t) er et reelt
tidssignal.

Fourierraeekken for s(t) kan omskrives yderligere, idet vi satter zo= “%a9, zx="2(axk-1bx) 0g
Z.k 21/2(ak+ibk) :

0 oo 0
_ ike,t —ikant \ _ ike,t —ikayt _
s(t) =z, +Z(zke +z_e ") =1z, +sze +Zz_ke =
=1 =1 =1

0 oo

k=-1
ika,t ikant ikt
ZO+22ke +22k€ = Ezke
=] —00

k=—00

Resultatet kan formuleres saledes: For den reelle periodiske (og overalt differentiabel) funktion s(t),
geelder at den kan oplgses i en sum af veegtede komplexe roterende vektorer, og summen af alle
imaginzre led vil til ethvert tidspunkt veere nul. Nar vi skriver "vaegtede’ mener vi starrelsen af z.
Husk zi er en komplex starrelse, altsa har en leengde (modulus) og fase. | fig.14 er vist eksempler pa
addition (vektorielt) af phasors med forskellig frekvens, amplitude og fase, og kan resultere i vidt
forskellige tidssignaler. Kan du udpege hvilke spectra der resulterer et tidsignal der er reelt og hvor
imaginer delen af tidsignalet er nul?

Indenfor MR far vi ogsa brug for komplexe tidssignaler. Dette kan maske lyde markeligt, men teenk
blot pa en magnetiseringsvektor der drejer rundt og som registreres i 2 ortogonale spoler som
tidligere vist. Den ene spole opfanger det reelle signal og den anden spole opfanger det imaginere
signal. Sa det imaginere’ signal er altsa reelt * nok, altsa eksisterer i virkeligheden. Vi forestiller
0s nu at s(t) er et komplext tidssignal : s(t) = v(t) + iw(t), hvor v(t) og w(t) er periodiske og
differentiable funktioner. Et komplext tidssignal kan anskueligggres som vist i fig.15. Af figuren
ses at s(t) beskriver en kurve i rummet, der udspaendes af real- , imaginear — og tidsakse, og v(t) er
projektionen af denne kurve ind pa planen der udspandes af real — og tidsaksen, mens w(t) er
projektionen af s(t) ind pa planen der udspandes af imaginar — og tidsaksen.

Ogsa i sddanne tilfelde kan vi skrive s(t) = v(t) +i w(t) = S ze™", men der vil nu ikke gelde at
summen af imaginzrledene til ethvert tidspunkt er nul. Der vil altsa gaelde at z, vil veere forskellig
fra z., for mindst en veerdi af k. Dette er ogsa ensbetydende med at frekvens spektret nu ikke er
symmetrisk om nul. Se igen fig.14.

Oftest er vi i den situation at man gnsker at finde Fourier koefficienterne zy ud fra et malt tidssignal,
det veere sig reelt eller komplext. Disse koefficienter kan findes ved fglgende formel:

z, =— [s(t)-e™"dt

5 —
S— N

0

Inden vi "beviser’ denne ligning, sa vil vi farst preve at anskueliggere udtrykket. Hvis vi gnsker at
finde “hvor meget der er af farste harmoniske svingning’, sa setter vi k = 1 og far:



s(t) kan opfattes som en komplex vektor som &ndrer retning og amplitude som funktion af tiden t
som vist i fig.15. exp(-im1t) er en komplex roterende vektor der drejer rundt med grundfrekvensen

T
z, = L 2s(t)-e"”“"'a’t
=7 fT
2

og selvfalgelig har en konstant amplitude pa 1. Gange tegnet mellem s(t) og exp(-iw;t) kan opfattes
som en vektor projektion, hvor signalet s(t) bliver projicseret ind pa grundsvingningen, exp(-imst).
Eller sagt pa en anden made, exp(-iwst) gar ind og opfanger hvor meget der er at netop
grundsvingningen w til ethvert tidspunkt. Vi foretager denne operation i mange sma tidsintervaller,
dt, og opsummerer (~integrerer) dette op over en periode. Pa denne made estimeres *hvor meget ’

der er af grundsvingningen i signalet s(t).
Settes k=0, findes et gennemsnit af tidssignalet, altsa DC’en:

%N\"!

1
2 = [ sdi

(SR

Et mere formelt korrekt bevis er som fglger. Vi antager at Fourier’s satning er rigtigt, altsa at
ethvert periodisk signal kan skrives som en sum af trigonometriske funktioner, eller eqvivalent
komplexe svingninger, hvor w er grundfrekvensen 2m/T:

S(l) - Ezk‘ eika}t

r=—0

Dette udtryk indszttes i udtrykket for (en tilfeeldig valgt veerdi) z;:
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fordi udtrykket

. ei(k—r){utdl, _O
" =

NI\'\]%N‘N]

foralle k = r, (k og r tilhgrer alle heltal), idet e er en komplex roterende vektor der roterer k-r

hele antal gange 2 pa en periode tid T. Jeevnfer at arealet under cosinus funktionen er nul hvis man
betragter et vilkarligt antal hele svingninger.

zy Vil ofte vaere et komplext tal. Vi kan udregne zi for enhver verdi af k (= ...-1,0,1,2,3,....), altsa er
zy en funktion af k : zx = F(kw) = F(wy), ko = ok . o1 = 2x/T, altsa 1. harmoniske svingnings
vinkelhastighed. Den 2. harmoniske svingning har vinkelhastigheden w, = 4xt/T, den 3. harmoniske
svingning har vinkelhastigheden wz = 65t/T og den k. harmoniske svingning har vinkelhastigheden
oy =k27/T.

Hvad reprasenterer zx = F(kw1) = F(wk) sa ? F(wy) viser "hvor meget der er’ af vinkelfrekvensen
wx, sagt med andre ord : amplituden men ogsa fasen. Da F(w) er et komplext tal, kan vi skrive

F(w,) = A(w,)- ™

hvor A er amplituden (modulus) og o er fasen (vinklen til tiden nul) for en given vinkelhastighed
wk. wk er, som tidligere navnt, lig med k2x/T, og 1/T = f1, grundfrekvensen, hvorfor wx=k2xf;. Vi
kan derfor ogsa skrive

F(fo) = A(fk)'ei%(fk)

10



idet fi= k- f;.

Afbildes F som funktion af frekvensen f, taler vi om et frekvensspektrum.
Bemark at den mindste afstand mellem vinkelhastigheder, for hvilke vi kan udregne
Fourierkoefficienter er

2 2 2w
Wy =W =(k+1)7_k7=7

Det vi sige at den mindste afstand malt i Hertz er 1/T, det vil sige omvendt proportional med
periode tiden T. Et periodisk tidssignal giver saledes ved Fouriertransformation et linie spektrum
hvor linierne er adskildt med 1/T Hertz. Er tidssignalet reelt fas som tidligere omtalt, et symmetrisk
frekvens spektrum for amplituden og antisymmetrisk for fase, se fig.14.

Fourier transformation

Det forrige kapitel handlede om periodiske tidssignaler s(t), med perioden T. Vi sa at signalet kunne
til ethvert tidspunkt, t, opfattes som en sum af komplexe vektorer, og disse roterede i det komplexe
plan med frekvenser der var et multiplum af 1/T, og ved afbildning af frekvensspektret fik vi et
liniespektrum, hvor linierne var adskilt med 1/T.

Vi forestiller os nu at periodetiden T gar mod uendelig. Dette betyder at signalet, s(t), om uendelig
lang tid gentager sig selv, det vil sige at signalet for praktiske formal, ikke er periodisk mere, vi
siger at signalet er a-periodisk eller er en transient. Men dette betyder ogsa at linie afstanden i
frekvensspektret bliver mindre og mindre jo stgrre T bliver. I det ekstreme tilfelde hvor T er
uendelig stor, bliver frekvensspektret en kontinuert spektrum.

Fourier transformation af det transiente signal, s(t), er:

F(w) = fs(t)~e""”’dt

hvor w er nu er en kontinuert variabel, og F(w ) er en komplex kontinuert funktion og kan skrives
som

F(w) = A(w)- '™

Hvor A er amplituden for vinkelhastigheden w og ¢ er fasen (vinklen til t=0) for vinkelfrekvensen

w. Bemark at integrationsgreenserne nu gar fra minus uendelig til plus uendelig, svarende til at
perioden leengden T nu er uendelig stor.

Man kan ogsa genskabe signalet s(t) ud fra F(w), ved hjalp af den inverse Fourier

transformation. Der geelder at

l p iwt
s(t)=Z:£F(w) edw 1



hvor s(t) er et a-periodisk, reelt eller komplext tidssignal. Vi vil ikke bevise sidste s&tning , selv om
det ikke er sa sveert. s(t) og F(w) kaldes et Fourier transformationspar eller kort et Fourier par.

Eksempler
Vi vil nu ga igang med at se pa en reekke eksempler
Eksempel 1.

Vi vil Fourier transformere s(t) = A;cos(wat). Her kan vi umiddelbart udregne resultatet, idet der
kun er en frekvens, f1= 2rt/w; (w1=25t/T = 2xf;) og amplituden er A;, og fasen er nul. Det vil sige at
vi umiddelbart kan Fourier transformere dette signal, men det er alligevel interessant at se at formel
apparatet giver det vi forventer. Funktionen er periodisk sa vi har ovenfor lart at vi skal lade
integrations greenserne lgbe over en periode:

T iwt —imyt
Al " +e 1

T T
F(w) = %fs(t)-e‘i“”dt = %IA' cos(w,t) e dt = TfeT e dt =
0 0 0

Al ! i(w—w)t —i(w+w)t
o f (e" ™" e N\t
0

En periodisk funktion giver et linie spektrum og w kan kun antage diskrete veerdier af
grundfrekvensen:

o = kw1, hvor k tilhgrer positive og negative heltal (....-2,-1,0,1,2,3....). Vi kan starte med at
undersgge hvor meget der er af den 2. harmoniske frekvens: w = 2w;.

47 .
F(2CU1) — ﬁf(e—lwlt + e—z3wlt )dt — 0
0

Kan du forklare hvorfor dette bliver nul?

Lad os prave at se hvor meget der er af w = ws:

A" 4"
_ 1 -i0t —i2mt — 1 —i2myt —
F(wl)__ZT{(e +e N dt _2T{(1+e Yt

AT AT A A
—1fdt+—1fe_'2w"dt=—1T—O=—l
21 21 2T 2

Hvis vi setter w = -wq far vi :
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A
F(-w,) =?1

Faktisk vil F veere nul overalt, undtagen for lige netop o = w; 0g w = -y, det vil sige at vi netop far
de 2 linier i spektret, begge med amplituderne As/2. A1/2 er et reel tal sa fasen er nul.

Eksempel 2.

Vi gnsker at sende et radiosignal med et veldefineret frekvensindhold F(w), hvor der gelder:

realdel(F(w)) =K, f or-w, = 0 < +w,

F(w) - {
imag(F(w))=0
hvor K er en konstant. Denne situation er relevant indenfor MRI i den situation hvor man gnsker at
ekciterer en skive. Man patrykker en magnetisk feltgradient, hvis styrke med til at definere skive
tykkelsen, og sa sender man radiobglger som er bandbegraenset pa ovenstaende made. Vi gnsker nu
at finde ud af hvordan radiobglgerne skal sendes i tidsdomanet. Her kan vi benytte den inverse
Fourier transformation. At imaginardelen er nul betyder at de komplex roterende vektorer alle til
tiden 0, vil have en vinkel pa 0, altsa fasen er nul. Hvis de komplex roterende vektorer alle har
vinklen 0 til t=0, s3 ma det betyde at tidssignalet er starst svarende til dette tidspunkt. Vi benytter
nu formlen for den inverse Fourier transformation for at finde tidssignalet. Benerk at F ikke er
periodisk:

1 ® ) 1 Wy ) K T1 . ) K ei(o,,t _e—iwbt
s(t)=— [F(w)-e“"dw =— K-e"”’da) =— —-e"“’ =— ()=
© 2:1;[0 (@) an 211[17 } o, m( 2i )

=y

£~sin(wbt) _kK. sin(w,t) _ Ko, _sin(w,?)
Tt T

t 7 w,t

En funktion af formen sin(x)/x kaldes en sinc funktion. s(t) er et reelt signal og uendeligt langt og er
vist i fig.16. | dette eksempel er wp = 2710 (rad/s), det vil sige f,=10 Hz. s(t) gar igennem 0 nar
sin(wpt) = 0, altsa for wpt = r zt, hvor r er et helt tal. Det vil sige at s(t) = 0 for t = rm/wp. Nul-
gennemgang sker derfor for t=r n/(2n 10) s=r 0.05s. Bemark at sin(0)/0 =11

Hvad sker der hvis wy, n&ermer sig 0 ? Det vil sige at vi gar frekvensbandet smallere og smallere, og
til sidst vil vi ende med en linie svarende til frekvensen 0, altsa en DC. Det vil sige vi har ingen
roterende komponenter (phasors). Hvordan kommer det tilsvarende signal s(t) til at se ud?.
Svarende til at wp gar mod 0, sa gar tiden t = rx/wy, svarende til nul gennemgangen mod uendelig,
det vil sige at s(t) bliver en konstant, idet nulgennemgangen for s(t) ligger uendelig langt vek.

Eksempel 3.
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| ovenstaende eksempel 13 frekvensbandet symmetrisk omkring frekvensen 0. Hvis nu
frekvensbandet er asymmetrisk, som vist i Figur 16_2, hvor frekvenshandet gar fra o; = 20 Hz til
o2 = 40 Hz, sa bliver tidskurverne lidt anderledes. Der gealder altsa:

Fle) — realdel(F(w)) =K, f orw, = w < +w,
(@) = {imag(F(a))) =0

Den midterste frekvens kalder vi wo = @1+ 2)/2 = 30 Hz, i det konkrete eksempel.
Vi bruger igen formlen for den inverse Fourier transformation:

1 o ‘ 1 W, . K 1 ) wy K eiwzt _eiw|t
s t - FCU 'elwtda)=— K_elwrdw=_ _.elwt - =
© 27[:[0 (@) 2th 2Jt[it L m‘( 2i )

(2]

( eiwzt e—iwoteiwot _ eiwll e—iwoteiwot K iw()t( e
. =—¢

2i Tt 2i

i(wy—wy)t e—i(wu -t

[~

Der geelder at Ao = w, — wo = wo — m1= 10 Hz, se figur. Sidste brgk er derfor en sinus funktion; hvis
vi yderligere ganger og deler med Aw, far vi:

s(t) = K Aw i sin(Awt) _ K Aw
T

e"'sinc(Awt)
Awt

Realdelen og imaginardelen af signalet bliver:

@ cos(w,t) sinc(Aw t)

real s(t) =

@ sin(w,?) sinc(Aw t)

imag s(t) = KA

Disse tidssignaler er ogsa vist i Figur 16_2. Vi ser, at vi som i forrige eksempel far en sinc funktion,
men nu multipliceret med en cosinus funktion som svinger med centerfrekvensen for real aksen, og
en tilsvarende sinus funktion for imagineeraksen. Sinc funktionen er svagt antydet pa figuren og er
identisk med den sinc funktion vi fandt i forrige eksempel. Figur 16_3 viser samme figur, dog er
tidsaksen trukket ud for at tydeliggare tidsforlgbet. Dette eksempel illustrerer situationen ved
ekcitation af en slice. Her gnsker man netop at denne sende en bandbegranset RF puls med den
viste profil. For at opna denne profil skal man altsa sende en uendelig lang sinc formet puls. |
sagens natur er det umuligt idet RF pulsen ma veere endelig. Dette vil selvfalgelig have en effekt pa
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frekvensindholdet og dermed slice profilen. Kan du i ord beskrive hvad der sker med slice profilen
nar RF pulsen er endelig?

Eksempel 4.

Der geelder:

F(w) = }s(t) e dt

og
F(-w) = }s(t) e dt

Hvis s(t) er en reel funktion ses det umiddelbart at F(w) = F*(-w). Hvis tidssignalet, s(t), er
symmetrisk omkring t = 0, det vil sige s(t) = s(-t), sa geelder:

F(w) = j's(t) e dt = }s(—t) e dt = —}s(—t) e d(~t) =
:fs(—t) e "d(~t) = }s(t) e'"dt = F(-w)

Det vil sige at F(w) = F(-w) og F(w) = F*(-w). Dette kan kun lade sig gere hvis imaginardelen
(fasen) er nul. Konklusion: Hvis tidssignalet er reelt og symmetrisk, sa vil frekvens spektret veere
symmetrisk og imaginzr delen vil vere nu.

Eksempel 5.

Et eksempel pa en symmetrisk, a-periodisk, reel tidsfunktions : s(t) =A exp(-K|t|) hvor A og k er
konstanter, se fig.17.

Fourier transformation af denne funktion giver:
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o 0 o 0 o
F(w) = fA e et = Afek’ e dt + Afe"k’ e dt = Afe(k'i“’)’dt + Afe_(k”“’)’dt =
—oo —0o0 0 —-® 0

A [Q(k—i(o)t ]m _ A e—(k+i(z))t:1D _ A + A _ A(zk + lC(z)) + A(zk - 16(2)) _

k-iw k+iw k-io k+iw k" +w k" +w
Ak +i Aw N Ak _; Ao 24k

K +o® K+’ K+’ K+’ kP +o?

Det ses at F er reel og symmetrisk omkring o = 0, sadan som navnt i ovenfor navnte eksempel.
F(w) kaldes en Lorentz kurve; kender vi den fra MR? Jo s(t) kunne veere et eksempel
indhyldningskurven for et FID, (svarende til at vi er on resonance) og F(w) er spektret, se fig.17.

Eksempel 6.

Et eksempel pa en ikke symmetrisk, reel og a-periodisk tidsfunktion: s(t) = Aexp(-kt) geeldende for
t = 0. s(t) er nul for t < 0. Se fig.18.

Fourier transformation af denne funktion giver:

F(w) = j‘s(t) ce i gt =}A .e—kt ce T gt = A}e_(k”w)’dt - _ p fiw [6—(k+iw)I] _
S 0 ,

4 A k-io Atk-iow) Ak . Ao

2

k+io k+io k-io kK +w® kK +ow

F(w) er vist i fig.18. Bemark at imaginardelen nu ikke er nul, og da s(t) er en reel funktion sa
geelder F(w) = F*(-w). Bemark ogsa at maximal verdien af F(w) er halvdelen af F(w) i forrige
eksempel, og at modulus spektret bliver smallere ved symmetrisk sampling. Dette kan veare relevant
indenfor MRI, hvor man ofte vil tilstreebe at sample MR signalet symmetrisk, typisk sample et spin-
ekko, hvor man tilstraeber at placere ekkoet midt i ADC perioden.

Eksempel 7.

Vi gentager nu forrige eksempel, med den modifikation, at vi kun sampler vores signal til tiden t;.
Det vil sige at vi betragter signalet s(t) = A exp(-kt), for Ot <t;, og s(t) =0, fort < 0 og t=t;.

Fourier transformationen giver:
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A |:6—(k+iw)t] - _ A . e—(k+iw)tI + A

4
F(w)=[A-e™ -e™dt = -
@) { k+iw k+iw k+iw

A(k - lw) —(k+iw)t A(k B l(U)
- ‘.p 1 +— =
kK +w’ kK +w’

Dette udtryk ser ubehageligt ud, men det det geelder om er at samle de led der indeholder i og samle
de led der ikke indeholder i:

_ A(k - la)) _e—(k+ia))t] + A(k - l(U) _(_ Ak +Z- Aa) ) e—imtl . e—kt] + Ak _l- A(U _
k* +w? k* +w? K +o® kK +ow? K +ow* K+’
Ak . Aw .. kt Ak . Aw
- +i -(coswt, —isinwt,) e™ + —i =
( k* +w? k2+a)2) ( : ) K +0* K+’

4 4

e (e (wcoswt, + ksinwt,) - w)
+

Vi har nu samlet de reelle led og de imaginere led og kan vise hvordan realdelen og imaginardelen
ser ud som funktion af w, se fig.19.

Bemeaerk i modseetning til forrige eksempel forekommer der nu nogle ekstra svingninger. Dette er et
helt gererelt faenomen, at nar man afskeerer funktionen (signal trunkering) sa far man nogle ekstra
svingninger ogsa kaldet Gibbs ringninger. Ser man godt efter kan man pa almindelige MR billeder
umiddelbart se disse Gibbs ringninger, hvilket altsa skyldes at man ikke kan sample sit signal
uendelig leenge, men er ngdt til at stoppe samplingen pa et tidspunkt.

Eksempel 8.

Vi gentager nu eksempel 5, dog med den modifikation at signalet yderligere er ganget med en
cosinus funktion:

t=0:5(t)=A-e™ -cosw,t

t<0:s5(t)=0

k og w; er konstante starrelse, og funktionen er vis i fig.20, med w;=2 7 0.4 rad/s, det vil sige at den
exponentiel aftagende funktion er moduleret med en svingning pa 0.4 Hz. k= 0.1 og A =2. Dette
kunne repreaesentere et FID (off resonance).

Fourier transformationen af denne funktion giver:
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iw, —imt o

1 0
+e 'e_iwtdt - éfe—kt .e—i(w—ml)tdt_'_éfe—kr .e—i(w,+(u)tdt
2 0 2 0

o] ) 0 e
F(w) =fA-e'k’ “cosw,t-e”dt = Afe"" .
0 0

De 2 sidste led er af samme form som i eksempel 5, hvor blot w er erstattet med w-w;
henholdsvisw+w;. Vi far:
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© © ) 1 1 —
éfe—kt . e—i((u—(ul)tdt + éfe—kt N €_l(w]+w)td[ - — /2Ak . i 2/2A(CU C{)l)2
24 24 ki +(w—w,)) ki +(w—w,)
Y2 Ak _; V2 A(w + w,)
K +(w+w) kK +(@+w)
Y2 Ak Y2 Ak . 2 A(w —w,)) . 2 A(w + w,)

+ —
K +(w-w) k*+(+w)’ lk2+(a)—a)])2 k> +(w+w,)’

F(w) er vist i fig.20. Bemerk at funktionen er af samme form som i eksempel 5, men der er nu 2
toppe og de ligger ved henholdsvis + w1 0g - w;. Da funktionen s(t) er reel, sa far vi som sadvanlig
at F(w) = F*(-w).

Eksempel 9.

Vi vil nu se pa et komplext tidssignal :

t=0:5(t)=A-e™ e
1<0:5(1)=0

k 0og w; er konstante starrelser,

Kan vi forestille os et sadan signal? Ja eksemplet ligger lige foran os. Vi kan blot teenke pa en
magnetiserings vektor der roterer rundt om By med vinkelhastigheden w;. Samtidig med den roterer,
bliver starrelsen mindre og mindre idet der sker et decay med exp(-kt).

Fourier transformation af denne funktion giver:

F(U)) =fA N e—kt . eiwlt . e—imrdt — Aj'e—(kﬂ'((u—w1 ))tdt — A . e—(k+i((u—a)1 Nt
0 d - (k+i(w-w,))

A A k-i(w-w) Ak . Alw-w))

k+i(w-w,) B k+i(w—a)1).k—z‘(a)—a)1) K t(w-0) kK +(-)

F(w) er vist i fig.21. Igen ser vi samme form som i eksempel 5, men forskudt ws til hgjre, og der er
nu kun en top. k= 0.1 og A =2. Og da tidssignalet ikke er reelt, geelder der ikke at F(w) = F*(-w).
Spektret er rent ensidigt. | Figur 21_2 er w1=2n 0.6 og k= 0.1 og A =2. Og i Figur 21_3 erm; =2
7 0.4 og k= 0.2 og A =2. Forklar i ord hvad der sker og hvilken relevans dette har for MR.
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Fig.3

cosinus function: cos(n/8*bd
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Fig.4

sinus function: sin(n/8*d
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Fig.5
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Fig.6
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Fig.7

A ”positi\fe” phasor: 1.2ei(2.1l 401 + 50x 1180}
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Fig.8

A "positive" phasor: 122" 40t +50x 130
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Fig.9

A phasor: circular polarized and projections
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Fig.10

A phasor: circular polarized and projections
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Fig.11

Lineary polarized
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Fig.12

Linary polarized: 1.2el(2n 40t + 50= 1180} +12e H{2r 401 + 50~ 160}
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Fig.13

Linary polarized: 1.2el(2.n: 40t + 50~ F1800 +12e 4(2n 40t + 50 1180}
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Fig.14_1
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Fig.14 3
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Fig.14 5

Spectrum

—
(83}

-
T

Amplitude a.u.
o
()]
T

““ I
0 5

L0
(@]
'
—
o
-
o

10[] T T T T T

50k ‘

ol I |
| I ‘

-50

au.

(degree)

Ph ase
o
o

-15 -10 -5 0 5 10
Frequency (Hz)
1[] T T T T T T

ol ||K‘A"’L“ .’I‘T‘lu n’lq.‘m mlll'AY"L“ m"l‘lr'ml‘m"."yl‘mlm"lll”m‘m"“"’L“‘m"."vl“‘m""]”

-5

Signd: red pat au.

—
O

I I I I
-2 -1 0 1 2 3 4

—L
(6)]
1
— &~
— w

o
o
T

Signd: imag pat au.
=)
o o
T

'
=k

-2 -1 0 1 2 3 4
Time in sec

o
|

SN

w

37



Fig.14 6
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Fig.14 9
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Fig.16_2
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Figur 16_3
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Figur 17
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Fig.18
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Fig.19
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Fig.20

o[ I j I I I
Signal o\ 51 11204 Hz
©
o O
(a's
2k | | | |
-50 -40 -30 -20 -10
I I I I I I I I
2r Signal
(=]
©
£ 1
0 | | | | | | | |
-50 -40 -30 -20 -10 0 ge¢c 10 20 30 40
80 I I I I I I I I
ool Frequency spectrum
§ 10
- _ # #
0
] ] ] ] ] ] ] ]
-1 0.8 -0.6 0.4 0.2 0 Hz 0.2 04 06 08
20 T T T T T T T T
Frequency spectrun"
E
] ] ] ] ] ] ] ]

49




Fig.21
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Figur 21 2
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Figur 21_3
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Foldning

Foldning er en matematisk process som benyttes blant andet indenfor udglatning af billeder og
indefor tracerkinetikken f.eks ved beregning af perfusion. Foldning hedder pa engelsk
convolution” og har efterhanden sneget sig ind i vort sprogbrug. Man mader ogsa begreberne
affoldning og tilsvarende "deconvolution”.

Vi vil tage udgangspunkt i en midlingsproces af et signal. | fig.22 er vist signal veerdier som
funktion af x (x kan vaere en rumlig position eller en tids variabel). Vi gnsker nu at glatte signalet
ud, svarende til at stgjen gnskes reduseret. Vi kan da velge at tage middelveerdien af hvert
trippelpar, altsa vaerdien for x = 5,6,7, som har funktionsverdierne henholdsvis 2,4,7. Vi tilordner
denne verdi positionen x=6. Sa for denne position afsetter vi den nye funktionsveerdi 1/3(2+4+7) =
4.33. Vi gentager sa dette for x=6,7,8 som har funktionsvaerdierne henholdsvis 4,7,1 og far den nye
funktionsveerdi som 1/3(4+7+1)= 4 som afsettes svarende til x = 7, se fig.22. Sadan fortsattes for
alle tripelpar. Som man kan se er man lidt i et dilemma med yderpunkterne, hvor man bliver ngd til
at foretage et valg, som kan veere ikke at gagre noget eller inddrage de omkringliggende O verdier.
Der er ingen "rigtig” lgsning pa dette problem.

Vi gnsker nu at bringe ovenstaende pa en matematisk formel. | det falgende far vi brug for at gare
os klart at vis vi betragter funktionen f(x) sa betyder f(x-k), k > 0, at funktionen rykker k enheder
til hgjre, og f(x+k) betyder at funktionen rykker k enheder til venstre, og f(-x) er en spejling af
funktionen omkring y-aksen, og funktionen f(-(x-k)) = f(k-x) er den spejlede funktion rykket k
enheder til hgjre. For en orden skyld skal neevnes at funktionen f(x) +k , betyder at funktionen lgftes
med k enheder og at funktioen f(x) —k , betyder at funktionen rykker k enheder ned.

Ovenstaende er et eksempel pa et firkantfilter med hgjden 1/3 og leengden 3 (x-enheder), dvs at
arealet netop er 1. Havde arealet af filteret veeret stgrre eller mindre end 1 havde man gget
henholdsvis mindsket energien i signalet, og det er ikke gnskeligt. Hvis man nu forestiller sig at
man havde en dobbel sa taet sampling langs x-aksen, altsa verdier forx =5.0,5.5,6.0,6.5,7.0,
7.5,8.0, 8.5 ect, sa skal ovenstaende filtrering ogsa veere mulig, se fig.23_1. Gennemsnit svarende
til x = 6.0 fas : 1/3( f(5.0) + f(5.5) + (6.0) +f(6.5) + (7.0) ) = 1/3(2 +3 +4+8 +7) . Men her opdager
man at arealet af filteret nu er 1/3* 5*1/2 = 0.833. Hvis man suplerer med en veerdi til: f(7.5) sa
bliver arealet : 1/3*6*1/2 = 1. Det vil sige at vi har taget funktionsvardierne svarende til x=5.0,
55,6.0,6.5,7.0,7.5, og det ses at samplings afstanden Ax (i dette tilfaelde lig 12) indgar som en
slags normaliserings faktor. Men tilordningen til x = 6.0 er nu ikke logisk men det vil veere mere
rimeligt at tilordne til midten af x intervallet 5.0 — 7.5 altsa 6.25. | praksis vil man dog alligevel
tilordne til 6.0 eller 6.5, da dette ikke har stor betydning og fordi det er lettere at implementere pa en
computer.

Kan vi bringe dette pa en formel?

Vi tegner farst filtret symmetrisk omkring x=0 som vist i fig.23_1. Vi betegner filter funktionen
g(x) og i dette tilfeelde er g(x)=1/3, for -1.5<x <1509 forx <-1.50g x> 1.5erg(x) =0.

AT grunde som vi skal komme tilbage til spejler vi farst g(x) omkring y-aksen og danner funktionen
g(-x). Denne funktion forskydes nu hen over den funktion f(x) vi gnsker at filtrerer. Eksempelvis
kan vi forskyde g(-x) hen sa svarerende til x = 6.5: g(-(x-6.5))=g(6.5-x), se fig. 23_5. Herefter
multipliseres g med f sgjlevis og summeres og tilordne den nye verdi x =6.5. Det ser saledes ud pa
formel:
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F6.5)= S 2(6.5 - x) f(x)Ax =

x=5.0

2(1.5) £(5.0)Ax + 2(1.0) £(5.5)Ax + 2(0.5) £(6.0)Ax +
2(0)£(6.5)Ax + g(=0.5) £(7.0)Ax + g(~1.0) £(7.5)Ax =
1/3%2%1/241/3%3%1/2 4 1/3%4%1/2+1/3%8%1/2+1/3*%7*1/2+1/3%5%1/2 = 4.83

Egentlig kunne vi godt have skrevet:
F(6.5) = E 2(6.5-x) f(x)Ax

fordi funktionen g er 0 for x > 1.5 og x < -1.5. Funktionen F er nu en ny funktion, og er altsa det
reslutat man far ved at midle eller filtrere f med g i punktet 6.5. Generelt kan vi nu skrive:

FXO) = 3 g(X =) f (x)Ax

Nu har vi bragt ovenstaende pa en formel, som dog er diskret. F(X) beregnet for X i intervallet -5 til
20 er vist i fig.23_6. Sidste step bestar i at man gar inddelingen finere og finere, hvorved sumtegnet
andres til et integral og Ax a&ndres til dx, og funktionerne f og g bliver nu til kontinuerte funktioner:

F(X) = [2(X =) (x)dx

Vi har sdledes skabt en ny funktion, F(X), og vi lader nu X gennemlgbe hele det interval vi er
intereseret i. For hver veerdi af X udregner man sa foldningsintegralet. Vi siger at g foldes med f og
resultatet er en ny funktion: F(X), en kort skrive made er blot F = g&f. Udtrykket for foldning er
symmetrisk saledes at man ligesagodt kan skrive:

F(X) = [g(0f (X - x)dx

hvilket indses ved substitution : s = X-x medfarer x = X-s, ds = -dx og nar x er minus er s positiv og
nar X er positiv er s negativ hvorved integrationsgraenserne bytter:

FOX) = () (X = 5)(ds) = [g(s) /(X ~s)ds
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Et opsummering af foldnings integralet, nu som funktion af tid, t, er vist i fig.24. Vi vil folde de to
funktioner f og g. Det foldede output kalder vi O. Naste step bestar i en spejling af den ene
funktion, hvilken vi veelger er uden betydning, her veelger vi g, se fig.24_2. Vi kan forskyde den
spejlede funktion g(-t) ved at &ndre pa T som vist i Fig.24_3. Naste step bestar i at vi for enhver
veerdi af T, multiplicerer de to funktioner f og g. Dette er vist som den grgnne kurve i Fig.24_4, for
forskellige forskydninger (forskellige veerdier af T). Sidste step bestar i at for enhver verdi af T,
integrerer vi over den grenne kurve: overlejringsintegralet. Dette er vist i Fig.24_5 og Fig.24_6.
Bemark at resultatet er en funktion O som er en funktion af T. Selve integrationen udfgres med t
som integrations variabel.

Vi vil nu indfgre foldnings begrebet pa en lidt anden made som den indfares i system teori, og
anvendes i mange sammenhange. Vi tager udgangspunkt i maling af perfusion hvor foldningen et
helt centralt element.

Vi forestiller os et system, som, nar det far en impuls, responderer pa denne impuls med et respons,
som vi kalder et impulsrespons g(t). Et eksempel: vi forestiller os at vi indgiver 1 mol
kontraststofmolekyler ind i en afgraenset veevsmasse, eksempelvis 100g hjerne, til tiden t = 0.
Funktionen g(t) angiver da hvordan udvaskningsforlgbet som funktion af tiden t ser ud, sddan som
man ville kunne male den med en ekstern male metode, eks gamma kamera eller en MR skanner
(hvis man kunne indgive 1 mol momentant i et sadan veev). Funktionen g(t) er normaliseret og
betegner den fraktion der resterer i systemet (veevet) som funktion af tiden t. g(t) er O for t < 0. Hvis
vi betegner den meaengde der indgives til tiden t = 0 som Q;(0), hvor index i blot betegner input
(input til systemet), sa vil den maengde der er i systemet (vaevet) som funktion af tiden vaere Q;(0)
multipliseret med g(t). Dette produkt vil vi benavne Qy(t) hvor indexet t star for "tissue”. Man kan
derfor skrive :

0, (1) =0,(0)- g(r)

Qq(t) betegner altsa hvor mange mol af kontraststof, efter en (uendelig) hurtig bolus injektion til den
betragtede veevsmangde, W, der resterer i vaevet som funktion af tiden. Vi forestiller os nu at der til
tiden T, indgives en ny bolus af kontraststof, maske pa et tidspunkt hvor der stadig resterer noget
kontraststof fra den farste bolus. Mangden af den anden bolus betegner vi Qji(t1). Vi forventer da (
hvis systemet er linieert og tidsinvariant) at denne bolus vil give anledning til et respons af samme
form som det farste, men tidsforskudt til hgjre svarende til ty, det vil sige at anden bolus ma give

anledning til et bidrag svarende til Qi(t1)g(t- T1). Da vi stadig har noget fra farste bolus, sa er den
samlede mangde i veevet:

0,(1)=0,(0)g(n)+Qi(r)) glt-1,)
Hvis der indgives en tredje bolus til tiden T, far vi den samlede vaevsmande i veevet til:

0,(1)=0,(0)-g)+0,(r)) gt -7) + 0,(7,) gt - 7,)

Seettes to =0 kan man skrive dette kompakt som:

55



0,1)=0,(y) glt-1)+Q,(r)) gt -1))+0,(1,) gt -7,) = iQi(Tj)'g(t_Tj)

Den enkelte bolus (egentlig delta funktion) Qi(;) kan ogsa udtrykkes ved hjeelp af blodtilfgrelsen til
veevet og koncentrationen af kontraststoffet i det blod der Igber til vaevet og der ma gelde:

0,(t,)=C,(x,) F-At
Hvor A er et sa tilpas lille tidsinterval hvorunder blodkoncentrationen kan antages at veere

konstant. Prgv at udfgre en dimensions betragtning af ovenstaende udtryk.
Indfares dette udtryk fas:

0.()= 3.0,r) 8(t=7)) = F 3,C,(¢,) (=7, A"

Yderligere kan veevsmangden Qq(t) skrives som vavskoncentrationen multipliseret med vegten af
vevet:

Qz(t) = Cr(Z)W

Pragv igjen at udfere en dimentions betragtning af dette.
Indfares dette udtryk fas:

€)= 3 €l (t=7,) A

F/W betegner blodtilfarelsen i ml/sec pr gram vaev og betegnes f. Har vi indgivet ikke blot 3 input
men N kan man skrive:

C,(0)=f3C\(x,) gt -T,) AT

Ger man tidsintervallerne mellem bolus injektionerne mindre og mindre kan man erstatte
summationstegnet med integral tegn og At erstattes med dr:

Ct(t) = ffCi(T)'g(l—T)'dT = ffCi(t—r)-g(r)-dr

| sidste tilfeelde er de indgaende funktioner kontinuerte funktioner og vi har med dette udtryk fundet
en sammehang mellem vavskoncentrationen som funktion af tiden, arterie koncentrationen som
funktion af tiden, perfusionen og veevets impuls respons. Ved hjalp af dette udtryk kan man ogsa
finde veevsperfusionen, hvis man maler vavskoncentrationen, f.eks dynamisk ved CT eller MR eller
PET skanning, og samtidig maler arteriekoncentrationen som funktion af tiden i en tilfarende
arterie. Funktionen g(t) ma enten males separeat eller man ma gere nogle antagelser af formen af
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denne (residual) impuls respons funktion. Ovenfor forestillede vi os at man kunne indgive en bolus
direkte ind i veevet momentant. Dette er kun muligt med en (micro) kanyle og er i praksis ikke
mulig bortset ved enkelte dyreforsgg. Som oftest gnsker vi at indgive en tracer eller et kontraststof
som en bolus ind i en perifer vene. Dette vil altid bevirke traceren eller kontraststoffet ankommer til
veevet med forskellig hastighed og en fordeling som er udglattet og langt fra at betragte som en
momentan indgivet bolus. Her kommer ovenstaende formalisme os til hjeelp idet vi blot skal male
arteriekoncentrationen som funktion af tiden. Vi kan forestille os at den udglattede (disperse) arterie
input bestar af en reekke i tid uendelig korte input hver med mangden C;(t) F dt. Denne betragtning
vil som vist ovenfor netop fare til foldnings integralet.

Inden vi forlader foldning skal det vises at der er en speciel sammenhaeng mellem foldning og
Fouriertransformation. Vi gnsker at Fourier transformere den kontinuerte funktion g foldet med den
kontinuerte funktion f:

0

f(g@f)-e‘iw’dt= f

-

oo

fg('[) f(t —T)df] .e—i(utdt

exp(-imt) kan omskrives til exp(-iw(t-t))exp(-iot) som indsattes:

o0

[@®)e™di= |

—oo

o

[ f(t-r)dr

o0

e dt =f

—©

}g(r)-f(t —r)-e‘iw’dr]dt =

oo

J

-0

o0

fg(r)'f(t ~7)-e” -e'"‘”dt]dr =

-0

[2@): [ty 'ewd’]dt -

Je@

°° f(t-1)- e dt|- e dr = oog(r) -F(w) e dt = F(w)- ocg(1:) cedt = F(0)- G(w)
) ) /

hvor F og G betegner henholdsvis Fourier transformationen af f og g. Af dette ser man at foldning i
tidsdomaenet svarer til at man multipliserer i frekvensdomanet. Dette kan man benytte sig af i
praksis. Hvis man skal folde to funktioner kan man ferst Fourier transformere begge funktioner,
herefter multiplisere de Fourier transformerede starrelser og herefter tage den omvendte Fourier
transformation hvorefter man har det gnskede resultat. Det kan ogsa vises at vis man multipliserer
g(t) med f(t), sa svarer det til at G(w) foldes med F(w) altsa:

Fouriertransformation (g(t): f(t)) = F(w) ® G(w)

Ga tilbage til fig.19 og prav at forklare hvordan sidste setning kan anvendes i dette tilfalde.
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Figure
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Fig.23 1
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Fig.23 2
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Fig.23_3
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Fig.23 4
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Fig.23 5
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Fig.23_6
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Fig.24

Fig.24 2
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Fig.24 3
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Fig.24_4
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Fig.24 5
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Fig.24 6
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